
Simulations de variables al�eatoires

Inversion de la fonction de r�epartition.

Exercice 1. Soit X une variable al�eatoire continue de densit�e f . On rappelle que sa fonction de

r�epartition F est d�e�nie par F (t) = P (X � t), pour t 2 R.

(a) Montrer que la fonction F : R! [0; 1] est croissante et continue.

(b) Donner un exemple de variable al�eatoire X pour laquelle F : R!]0; 1[ est (resp. n'est pas) une

bijection.

En tant que fonction croissante, F admet une fonction inverse g�en�eralis�ee F� d�e�nie par

8u 2 [0; 1]; F�(u) = infft 2 R; F (t) � ug:

F� est aussi appel�ee fonction quantile de X.

(c) Montrer que 8t 2 R, F�(F (t)) � t.

(d) Montrer que 8u 2]0; 1[, F (F�(u)) � u.

(e) Montrer que F�(u) � t si et seulement si u � F (t).

(f) Montrer que F (X) suit la loi uniforme sur [0; 1].

(g) Soit U une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0; 1]. Montrer que F�(U) a la même loi que X.

(h) Supposons que l'on sait simuler une variable al�eatoire uniforme sur [0; 1]. En d�eduire une m�ethode

de simulation de variables al�eatoires de loi :

(i) de loi exponentielle (de densit�e �e��x1x>0);

(ii) de loi de Rayleigh (de densit�e xe�x2=21x>0);

(iii) de loi de densit�e 2x�31x>1.

Lois discr�etes.

Exercice 2. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans l'ensemble �ni f1; : : : ; kg telle que P (X =

i) = pi , pour 1 � i � k , avec pi � 0 et
∑n

j=1 pj = 1. Soit U un variable al�eatoire uniforme sur [0; 1].

(a) Pour tout 1 � i � k � 1, calculer P
(∑i

j=1 pj � U <
∑i+1

j=1 pj
)
.

(b) En d�eduire la loi de Y = 1fU<p1g + 21fp1�U<p1+p2g + : : :+ k1fp1+:::+pk�1�U<1g.

Exercice 3. Soit X une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �.

(a) Donner la loi de bXc, o�u bxc d�esigne la partie enti�ere inf�erieure de x .

(b) En d�eduire un algorithme de simulation de la loi g�eom�etrique de param�etre p 2]0; 1[ qui a�ecte

�a k 2 N� le poids p(1� p)k�1.

M�ethode du rejet.

Exercice 4. Soient D;D0 � R2 tels que D � D0.

(a) Pour X une variable al�eatoire de loi uniforme sur D0, montrer que la loi conditionnelle de X

sachant fX 2 Dg est la loi uniforme sur D.

(b) D�ecrire un algorithme qui fournit des r�ealisations i.i.d. de la loi uniforme sur le disque unit�e dans

R
2 �a partir des v.a. de loi uniforme sur le pav�e [�1; 1]2.

(c) Quelle est la loi du nombre d'it�erations ? Combien d'it�erations en moyenne sont n�ecessaires ?
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